
概率论部分

§1　随机事件及其概率

§1.1　随机事件及其运算

两个事件 A, B 的

† : 反例：考虑一个四面体，一面红色，一面黄色，一面蓝色，一面三种颜色都有．现
在掷此四面体．A：朝下面包含红色，B：朝下面包含黄色，C：朝下面包含蓝色．这
三个事件两两独立，但不相互独立．

这些定义和运算规则与集合类似，如性质

包含关系 A ⊂ B，表示 A 发生将导致 B 发生，此时
P(B − A) = P(B) − P(A), P(B) ⩾ P(A)．

和事件 A ∪ B，表示 A, B 至少有一者发生，A ∪ B = A + AB；
–

积事件 A ∩ B，表示 A, B 同时发生；

差事件 A − B，表示 A 发生，B 不发生．

互不相容 / 互斥，A ∩ B = ∅，此时

P(A ∪ B) = P(A + B) = P(A) + P(B)，是为概率的 有限可加性；
对立 / 互逆，A ∩ B = ∅ 且 A ∪ B = S，其中 S 是样本空间，此时，
B = A；
–

独立，P(AB) = P(A)P(B)．多个事件 A1, A2, … , An 相互独立：若
对于任意 k 个其中事件P(Ai1Ai2 … Aik) = P(Ai1)P(Ai2) … P(Aik)．

相互独立则必定两两独立，但是反之不成立 †．

(De-Morgan)
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§1.2　等可能模型

古典概型 试验的样本空间 Ω 有限，A ⊆ Ω，若 Ω 中的每个样本点的发生
的可能性相同，则称 P(A) = |A|

|Ω|
 为事件 A 发生的概率．这将问题转化为

了求集合中的元素个数，利用排列组合的知识即可解决．古典概型满足

有限可加性．

几何概型 对于 A ⊆ Rr，设 A 的体积存在，记为 m(A)．试验的样本空间 
Ω，m(Ω) > 0，A ⊆ Ω，若每个样本点等可能地落在 Ω 中，则称 
P(A) =

m(A)
m(Ω)  为事件 A 发生的概率．一个经典的应用是等待—相遇问

题．

概型的差别的根源是等可能假设之间的差别，如 Bertrand 悖论†，不同的

等可能假设导致了截然不同的结果，这些结果之间并无对错之分，只是

从不同角度看同一个问题得到了不同的结果．

† : 在半径为 1 的圆内任意取一条弦，求弦长度大于等于 √3 的概率．

§1.3　条件概率

条件概率 在条件 A 下 B 发生的概率

P(B ∣ A) =
P(AB)

P(A)

全概率公式 事件 A1, A2, … , An 互斥，B ⊆ ⋃n
j=1 Aj，有

P(B) =
n

∑
j=1

P(Aj)P(B ∣ Aj)

Bayes 公式 事件 A1, A2, … , An 互斥，B ⊆ ⋃n
j=1 Aj，若 P(B) > 0，

P(Aj ∣ B) =
P(Aj)P(B ∣ Aj)

∑n
j=1 P(Aj)P(B ∣ Aj)



§2　随机变量与分布

每个随机试验都可以对应一个随机变量，随机试验的结果（样本点）对

应其取值．

随机变量与一般的函数有所区别．对于一般函数， 每一个自变量就对应
一个函数值；对于随机变量，虽然也如此，但自变量（样本点）能否被

取到会受到概率的影响，因此函数值（随机变量的取值）也有其概率．

§2.1　离散型随机变量

随机变量 X 只能取到 有限 个或 可列 个不同值．

§2.1.1　离散型随机变量的分布

概率分布 分布列(律) P(X = xk) = pk，满足 pk ⩾ 0，∑ pk = 1．

分布函数 F(x) = ∑
j:xj⩽x

pj，这是单调递增的阶梯函数，且函数值的跳跃发

生在所有 xk 处，跳跃的幅度为 pk．

§2.1.2　离散型随机变量的函数的分布

已知离散型随机变量 X 的概率分布，Y = g(X)，用 合并分布列 求 Y  分
布．具体地，假设 X 的分布列 P(X = xk) = pk，合并 g(x1), g(x2), … 中
的相同值作为 Y  的不同取值 y1, y2, …，则 Y  的分布列

P(Y = yj) = ∑
i:g(xi)=yj

P(X = xi)



§2.1.3　常见离散概率分布

1.　(0-1) 分布（两点分布）

2.　二项分布

(n

k
) 是二项式系数，即 C k

n．

独立条件下二项分布对于其中的参数 n 具有可加性：若 X1 ∼ b(n1, p), X2 ∼ b(n2, p)，

且 X1, X2 独立，则有 X1 + X2 ∼ b(n1 + n2, p)．服从二项分布的随机变量可以看作是 
n 个服从 (0-1) 分布的独立的随机变量之和．

二项分布的图形特征：对于固定 n 及 p，当 k 增加时，概率 P(X = k) 先随之增加直至
达到最大值，随后单调减少．

模型 X 的值为一个随机事件中发生的事件数，这个事件发生的概率
为 p，且 X 只能取 0 或 1，则 X ∼ b(1, p)．

分布 P(X = 1) = p,  P(X = 0) = 1 − p

期望和方差 EX = p，DX = p(1 − p)

模型 （有放回摸球）X 为 n 次 独立重复 随机事件（n 重伯努利试
验）中发生的事件数，这个事件每次发生的概率都是 p．则 
X ∼ b(n, p)．

分布 , k = 0, 1, … , nP(X = k) = (n

k
)pk(1 − p)n−k

期望和方差 EX = np，DX = np(1 − p)



*3.　多项分布

† : 多项式系数：源于多项式展开 (x1 + x2 + ⋯ + xk)n = ∑
∑ ni=n

(
n

n1 n2  …  nk

)xn1
1 xn2

2 … xnk

k ，其计算方

法是(
n

n1 n2  …  nk
) = (

n

n1
)(

n − n1

n2
)⋯(

n − n1 − ⋯ − nk−1

nk
) =

n

n1! n2!  …  nk!
．

*4.　超几何分布 H(n,M,N)

二项分布与超几何分布的联系

若 limN→∞
M
N

= p ∈ (0, 1)，则

lim
N→∞

(M
m

)(N−M
n−m

)

(N
n

)
= (n

m
)pm(1 − p)n−m

当总量 N  足够大时，如果次品率  M
N

 趋向于一个常数 p，无放回地进行抽取（超几何
分布）近似为有放回地抽取（二项分布）．

模型 （有放回摸球）A1, A2, … , Ar 为完备事件组（并是 Ω，且两两
互斥）．独立重复试验 n 次，Xi 表示事件 Ai 的发生次数，
P(Ai) = pi．

分布 P(X1 = k1, X2 = k2, … , Xr = kr) = (
n

k1 k2  …  kr
)

†

p
k1
1 p

k2
2 … pkr

r , ki ⩾ 0, ∑ ki = n

例 兹有 2 红 3 绿 5 蓝球，有放回地摸 6 次，摸出 2 红 1 绿 3 蓝的概率

P(X1 = 2, X2 = 1, X3 = 3) =
6!

2! 1! 3!
⋅ 0.22 ⋅ 0.11 ⋅ 0.33．

模型 （无放回摸球）N  个产品，其中 M  个次品，从中任取 n 个．X

 为这 n 个中的次品数，则 X ∼ H(n, M, N)．

分布 P(X = k) =
(M

k
)(N−M

n−k
)

(N
n

)
, k = 0, 1, … , M

例 兹有 2 红 3 绿 5 蓝球，无放回地摸 6 次，摸出 2 红 1 绿 3 蓝的概率

P(X1 = 2, X2 = 1, X3 = 3) =
(2

2)(3
1)(5

3)

(10
6 )

．



5.　泊松分布

独立条件下泊松分布对于其中的参数 λ 具有可加性．即 X1 ∼ π(λ1), X2 ∼ π(λ2)，

X1, X2 独立，则有 X1 + X2 ∼ π(λ1 + λ2)．

泊松定理（泊松分布与二项分布的联系）

若 λ = lim
n→∞

npn > 0，

lim
n→∞

(n

k
)pk

n(1 − pn)n−k =
λke−λ

k!

当 n 足够大，且此时平均发生的事件数趋向于常数 λ = npn 时，二项分布 b(n, pn) 实
质上就是泊松分布 π(npn)，此时二项分布的概率值可以用泊松分布的概率值近似．

*6.　几何分布

具有 无记忆性，即 P(X = m + k ∣ X > m) = P(X = k), ∀m, k = 1, 2, …，这是几何

分布的等价条件．

模型 X 为某个随机事件发生的次数，假设每次事件发生与否相互独
立，且平均事件发生 λ 次，则 X ∼ π(λ)．

分布 , k = 0, 1, 2, …P(X = k) =
λke−λ

k!

期望和方差 EX = λ，DX = λ

模型 重复进行随机事件，直到事件发生为止才停下，X 为首次发生时
共做的事件的次数，每次发生的概率均为 p，则 X ∼ G(p)．

分布 P(X = k) = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, … , 0 < p < 1

期望和方差 EX =
1

p
，DX =

q

p2



*7.　帕斯卡分布

当 r = 1 时，即为 G(p)．

一个服从 Pas(r, p) 的随机变量为 r 个相互独立的服从 G(p) 的随机变量之和．在独立
的条件下帕斯卡分布对于参数 r 具有可加性．

模型 重复进行随机事件，直到发生 r 次为止才停止．X 为到停止为止
时事件发生与未发生的次数之和，事件每次发生的概率为 p，则 
X ∼ Pas(r, p)．

分布 P(X = k) = (k−1
r−1

)(1 − p)k−rpr, k = r, r + 1, …

期望和方差 EX =
r

p
，DX =

rq

p2



§2.2　连续型随机变量

随机变量 X 有不可列个不同取值，如一个区间．其在任意单点处取值的
概率为 0，故引入概率密度函数．

§2.2.1　连续型随机变量的分布

连续型随机变量 X 的 概率分布函数 F(x)F(x) 和 概率密度函数 f(x)f(x) 满足

⎧⎪⎨⎪⎩f(x) = F ′(x)

P(X ⩽ x) = F(x) = ∫
x

−∞
f(x)dx

P(a < X ⩽ b) = F(b) − F(a) = ∫
b

a

f(x)dx

1. F(x) 右连续，不严格单调递增；

2. f(x) ⩾ 0；

3. F(+∞) = ∫
+∞

−∞
f(x)dx = 1,  F(−∞) = 0．

4. 利用定积分第一中值定理知 lim
ε→0
∫

a+ε

a−ε

f(x)dx = 0，即连续型随机变量

在任意单点处取值的概率为 0，因此，上面的 P(a < X ⩽ b) 中两个等
号可任意取．



§2.2.2　连续型随机变量的函数的分布

已知连续型随机变量 X 的概率分布，Y = g(X)，欲求 Y  的概率分布．此
时，不能够效仿离散型时的情况，即 P(Y = k) = fX(x) 并不成立†．应先

求出分布函数，回到概率的式子，再根据分布函数求出密度．

† : 问题在于，连续型随机变量在任意单点处取值的概率均为 0，而密度关注的是随机
变量在一个区间中取值的概率，而非一点．

例 兹有 fX(x) = { ，且 Y = eX，求 Y  的概率密度函数．

解 当 y ⩽ 0 时，x 无解，此时 fY (y) = 0，以下研究 y > 0．

FY (y) = P(Y ⩽ y) = P(eX ⩽ y) = P(X ⩽ ln y) = FX(ln y)

将上式对 y 求导，有

fY (y) = fX(ln y) ⋅
1

y

因此，

fY (y) =

即

fY (y) =

1, 0 < x < 1
0 otherwise

⎧⎪⎨⎪⎩1 ⋅
1

y
, 0 < ln y < 1

0 ⋅
1

y
, otherwise

⎧⎪⎨⎪⎩ 1

y
, 1 < y < e

0, otherwise



§2.2.3　常见连续概率分布

为方便，仅在概率密度函数中写出 f(x) ≠ 0 的情况，即省略了 f(x) = 0, otherwise

．

1.　均匀分布

2.　指数分布

具有 无记忆性，即 ∀s, t > 0, P(X > s + t ∣ X > s) = P(X > t)，这是指数分布的等价

条件．

记号 X ∼ U(a, b), a < b

密度 f(x) =
1

b − a
, x ∈ (a, b)

期望和方差 EX =
a + b

2
，DX =

(b − a)2

12
应用 产生随机数．

记号 X ∼ ε(λ), λ > 0（或 X 服从参数为 θ (θ > 0) 的指数分布）

密度 f(x) = λe−λx, x > 0（或 f(x) =
1
θ

e− x
θ , x > 0）

期望和方差 EX = λ−1 = θ，DX = λ−2 = θ2

应用 相邻两次随机事件发生之间的等待时间的分布、电子元件的寿命
分布．



*3.　伽马分布

当 α = 1 时，即为指数分布．在独立的条件下伽马分布关于参数 α 具有可加性，即服
从伽马分布的随机变量可以看成 α 个服从指数分布 ε(β) 的独立随机变量之和．

4.　正态分布

特别地，标准正态分布 N(0, 1) 的密度 φ(x) =
1

√2π
e− x2

2 , x ∈ R，分布

函数

满足 ∀x,  Φ(x) + Φ(−x) = 1，且 X ∼ N(μ, σ2) 时，

这统一化求正态分布概率的过程，依标准正态分布的概率即可求出所有

不同正态分布的概率．

记号 X ∼ Γ(α, β) α, β > 0

应用 气象学中一段时间之内的降水量分布．

期望和方差 EX = αβ−1，DX = αβ−2

密度 f(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x > 0，其中伽马函数

Γ(α) = ∫
∞

0
xα−1e−xdx．

记号 X ∼ N(μ, σ2), σ > 0

密度 f(x) =
1

√2πσ2
e−

(x−μ)2

2σ2 , x ∈ R

期望和方差 EX = μ，DX = σ2

Φ(a) = ∫
a

−∞
φ(x)dx

P(a < X < b) = Φ(
b − μ

σ
)− Φ(

a − μ

σ
)



例 兹有 X ∼ N(0, 1),  Y = 2X 2 + 1，求 fY (y)．

解 对 y > 1，

将上式对 y 求导，有

fY (y) = 2
d

dy
Φ(√

y − 1

2
) = 2φ(√

y − 1

2
)

d

dy
√ y − 1

2
= ⋯

因此，

fY (y) =

FY (y) = P(Y ⩽ y) = P(2X 2 + 1 ⩽ y)

= P{−√ y − 1

2
⩽ X ⩽ √ y − 1

2
}

= Φ(√ y − 1

2
)− Φ(−√ y − 1

2
)

= 2Φ(√ y − 1

2
)− 1

⎧⎪⎨⎪⎩ e− y−1
4

2√2(y − 1)
, y > 1

0, otherwise



§3　随机向量与分布

若 X, Y  为随机变量，则随机向量 (X, Y ) 的 联合分布函数

F(x, y) = P(X ⩽ x, Y ⩽ y)

其性质可由一维情况自然地推广．

若是只关心 X 的概率，故遍历 Y  以消除它的影响，有关于 X 的 边缘分
布函数

FX = lim
y→+∞

F(x, y)

注意 lim
y→+∞

P(X ⩽ x, Y ⩽ y) = P(X ⩽ x)．

§3.1　离散型随机向量

对于离散型随机向量 (X, Y )：

§3.1.1　离散型随机向量的分布

概率分布 联合概率分布表 P(X = xi, Y = yj) = pij，满足 0 ⩽ pij ⩽ 1，

∑i,j pij = 1．

边缘分布 P(X = xi) = ∑j pij，P(Y = yj) = ∑i pij，即表中按行或列求

和．

§3.1.2　离散型随机向量的函数的分布

已知 (X, Y ) 的联合分布，为求 Z = g(X, Y ) 的分布，类似一维，只需合
并分布表．



§3.1.3　离散型随机向量的条件分布

已知 Y = yj 条件下，X 的条件概率分布

P(X = xi ∣ Y = yj) =
P(X = xi, Y = yj)

P(Y = yj)
=

pij

∑i pij

§3.1.4　离散型随机向量的分量独立性

只要有一者不满足，X 与 Y  就不独立．

§3.2　连续型随机向量

§3.2.1　连续型随机向量的分布

连续型随机向量† (X, Y ) 的 联合分布函数 F(x, y)F(x, y) 和 联合密度函数
f(x, y)f(x, y) 满足

† : 连续型随机向量的定义是由存在联合密度函数给出的．需要注意的是，即使 X, Y

 均为连续型随机变量，(X, Y ) 也不一定是连续型随机向量，需要验证

∬
R2

f(x, y)dxdy = 1．例如连续型随机变量 X, Y ∼ U(0, 1)，容易得到 (X, Y ) 的联合

密度恒为 0，故 (X, Y ) 不是连续型随机向量．

‡ : 若 
∂ 2

∂x∂y
F(x, y) 不存在，则 f(x, y) 取 0．

关于 X 的 边缘密度函数 fX(x, y)fX(x, y)

X 与 Y  独立 ⟺ F(x, y) = FX(x)FY (y)
⟺ ∀i, j,   P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj)

⎧⎪⎨⎪⎩f(x, y) =
∂ 2

∂x∂y
F(x, y)‡

P(X ⩽ x, Y ⩽ y) = F(x, y) = ∫
y

−∞
∫

x

−∞
f(x, y)dxdy

fX(x, y) = ∫
+∞

−∞
f(x, y)dy



§3.2.2　连续型随机向量的函数的分布

已知连续型随机向量 (X, Y ) 的概率分布，Z = g(X, Y )，欲求 Z 的概率分
布，类似地，先求分布函数．

大概知道推导方法即可，这些结果无需记忆．

若 Z = X + Y，

故

fX+Y (z) = F ′
X+Y (z) = ∫

+∞

−∞
f(x, z − x)dx

特别地，若 X, Y  独立，

fX+Y (z) = ∫
+∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx

若 Z = X − Y，则 fX−Y (z) = ∫
+∞

−∞
f(x, x − z)dx

若 Z =
Y

X
，则 fY /X(z) = ∫

+∞

−∞
|x|f(x, xz)dx

若 Z = XY，则 fXY (z) = ∫
+∞

−∞

1

x
f(x,

z

x
)dx

若 Z = max(X, Y )，则 Fmax(z) = FX(z)FY (z)

若 Z = min(X, Y )，则 Fmin(z) = 1 − [1 − FX(z)][1 − FY (z)]

FX+Y (z) = P(X + Y ⩽ z) =∬
x+y⩽z

f(x, y)dxdy

= ∫
+∞

−∞
dx∫

z−x

−∞
f(x, y)dy

= ∫
+∞

−∞
dx∫

z

−∞
f(x, z − x)dz

= ∫
z

−∞
dz∫

+∞

−∞
f(x, z − x)dx∣ ∣



例 兹有 f(x, y) = { ，且 Z = X + Y，求 Z

 的概率密度函数．

析 大致的形式是 fZ(z) = ∫
+∞

−∞
f(x, z − x)dx，需对字母的范围进行讨

论．

解 由 z = x + y,  0 < x < 1,  0 < y < 1，得 0 < z < 2．

画出 x = x(z) 的图形，确定 z 的讨论边界．

当 0 < z < 1 时，0 < x < z,  0 < z − x < 1，此时

fZ(z) = ∫
z

0
f(x, z − x)dx = ∫

z

0
(x + z − x)dx = z2

当 1 ⩽ z < 2 时，z − 1 < x < 1,  0 < z − x < 1，此时

fZ(z) = ∫
1

z−1
f(x, z − x)dx = 2z − z2

故

fZ(z) =

§3.2.3　连续型随机向量的条件分布

已知 Y = y 条件下，X 的条件概率分布

条件概率密度

x + y, 0 < x < 1, 0 < y < 1
0 otherwise

⎧⎪⎨⎪⎩z2, 0 < z < 1
2z − z2, 1 ⩽ z < 2
0, otherwise

FX∣Y (x ∣ y) = P(X ⩽ x, Y = y) = ∫
x

−∞

f(x, y)

fY (y)
dx

fX∣Y (x ∣ y) =
f(x, y)

fY (y)



§3.2.4　连续型随机向量的分量独立性

例 10 个变量相互独立，且服从 N(0, 1)，求联合概率密度．

解 f(x1, x2, … , x10) =
10

∏
i=1

1
√2πσ2

e−
(xi−μ)2

2σ2 , xi ∈ R，这个乘积的结果是由

独立性保证的．

§3.2.5　常见二维连续概率分布

*1.　均匀分布

(X, Y ) 在 D 上均匀分布，则密度 f(x, y) =
1

m(D)
, (X, Y ) ∈ D，其中

D ⊂ R2，面积 m(D) 有限．

例 (X, Y ) 在单位圆内部 D 上均匀分布，则密度 

f(x, y) =
1

π
, (X, Y ) ∈ D．关于 X 的边缘密度为

fX(x) = ∫
y

f(x, y)dy = ∫
√1−x2

−√1−x2

1

π
dy =

2

π
√1 − x2, −1 ⩽ x ⩽ 1

同理，fY (y) =
2

π
√1 − y2, −1 ⩽ y ⩽ 1．因 fX(x)fY (y) ≠ f(x, y)，故 

X, Y  不独立．

2.　二维正态分布

若 (X, Y ) ∼ N(μ1, σ2
1, μ2, σ2

2, ρ)，则 X ∼ N(μ1, σ2
1)，Y ∼ N(μ2, σ2

2)．

在给定 X = x 条件下 Y  的条件分布仍旧为正态分布．

X 与 Y  独立 ⟺ F(x, y) = FX(x)FY (y)
⟺ f(x, y) = fX(x)fY (y)



§4　随机变量的数字特征

§4.1　数学期望

§4.1.1　数学期望的定义和计算

离散型随机变量

离散型随机变量 X 概率分布为 P(X = xj) = pj，若 
+∞

∑
j=1

pj |xj| 收敛 †，则

即是高中时所学的，将分布表上下两行对应相乘再求和．

连续型随机变量

连续型随机变量 X 概率密度为 f(x)，若 ∫
+∞

−∞
f(x)|x|dx 收敛，则

† : 即 
+∞

∑
j=1

pjxj 绝对收敛．希望这个级数的求和中任意两项的交换不影响级数的敛散

性，也不影响级数之值且绝对收敛的级数具有交换律 ‡，故要求级数/积分绝对收敛．

其函数的计算方法，如 EX 2 = ∫
+∞

−∞
x2f(x)dx，

Eg(X) = ∫
+∞

−∞

g(x)f(x)dx，EXY =∬
D

xyf(x, y)dxdy．

§4.1.2　数学期望的性质

μ = EX =
+∞

∑
j=1

pjxj

μ = EX = ∫
+∞

−∞
xf(x)dx

1. E(a + bX + cY ) = a + bEX + cEY（线性性质）



2. X1, … , Xn 相互独立 且数学期望均存在，则 E
n

∏
i=1

Xi =
n

∏
i=1

EXi



§4.2　方差

§4.2.1　方差的定义和计算

若随机变量 X 数学期望 μ 存在且有限，则 方差 σXX 和 标准差 σX

特别地，标准化变量 X ∗ =
X − μ

σ
 的期望 EX ∗ = 0，方差 DX ∗ = 1．

§4.2.2　方差的性质

例 设 X ∼ U(0, 6),  Y ∼ b(12, 4)，且 X, Y  相互独立，用 Chebyshev 不等
式估计 P{X − 3 < Y < X + 3}．

解 所求即 P{|X − Y | < 3}．因 E(X − Y ) = EX − EY = 3 − 3 = 0，且

由独立性知 D(X − Y ) = DX + DY = 3 +
9

4
=

21

4
，

故原式 = P{|(X − Y ) − E(X − Y )| < 3} ⩾ 1 −
D(X − Y )

32
=

5

12
．

σXX = σ2
X = DX = E(X − EX)2 = EX 2 − E2X

1. D(a + bX) = b2DX

2. DX = E(X − ε)2 − (μ − ε)2，若 ε ≠ μ，有 DX < E(X − ε)2．

这表明，方差当且仅当随机变量取到数学期望时取到最小值．

3. （Chebyshev 亲亲嘴不等式）∀ε > 0, P{|X − μ| ⩾ ε} ⩽
σ2

ε2

4. DX = 0 ⟺ P{X = μ} = 1．

5. D
n

∑
j=1

Xj =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

(EXiXj − EXiEXj)．

特别地，D(X + Y ) = DX + DY + 2 Cov(X, Y )；

特别地，若 X1, … , Xn 相互独立， D
n

∑
j=1

Xj =
n

∑
j=1

DXj．



§4.3　协方差、相关系数

§4.3.1　协方差、相关系数

随机变量 X, Y  的 协方差 σXYσXY（或 Cov(X, Y )）

相关系数 ρXYρXY

|ρXY | ⩽ 1 ，等号成立当且仅当 ∃a, b,  s.t. P(a + bX) = 1．

§4.3.2　独立性、相关性

协方差描述了两个变量之间的线性关系，相关系数的正负决定了两个随

机变量是正相关还是负相关的，也即描述了在变化过程中，两个变量是

同方向变化，还是反方向变化，以及同向或反向程度如何．相关系数是

剔除了两个变量量纲影响，标准化后的特殊协方差．

因此，协方差和相关系数可用于判断独立性和相关性．注意，独立则不

相关，不相关却不一定独立．

σXY = E(X − EX)(Y − EY ) = EXY − EXEY

ρXY =
σXY

σXσY

X, Y  独立 ⟹ EXY = EXEY ⟹ σXY = ρXY = 0

X, Y  不相关 ⟺ σXY = ρXY = 0



数理统计部分

§5　统计推断绪

§5.0.1　大数定律

——当试验次数足够大的时候，样本平均值的统计量会和期望无限接近期望，即频率
无限接近于概率．

大数定律 取来自于总体 X 的相互独立的样本 X1, X2, ⋯ , Xn，对于 
∀ε > 0，有 lim

n→∞
P{|X − μ| < ε} = 1，其中 X = 1

n
∑n

i=1 Xi 是样本平均

值，此即 弱大数定律 (Khinchin 大数定律)．特别地，设 nA 为 n 次独立
重复试验中事件 A 发生的次数，p 为事件 A 在每次试验中发生的概率，
对于 ∀ε > 0，有 lim

n→∞
P{| nA

n
− p| < ε} = 1，此即 Bernoulli 大数定律．

§5.0.2　中心极限定理

——大量的相互独立的随机因素的综合影响形成的结果往往近似的服从正态分布．

中心极限定理 取来自于总体 X 的相互独立的样本 X1, X2, ⋯ , Xn，当

n → ∞ 时，它们的和 
n

∑
k=1

Xk 的标准化变量

即分布函数 Fn(x) 满足 lim
n→∞

Fn(x) = Φ(x)．特别地，二项分布的中心极

限定理称为 De Moivre-Laplace 定理．

例 兹有某种物品的寿命 X ∼ ε(100)，随机地取相互独立的 16 件，求它们的寿命之和
大于 1920 的概率．

解 设 Xi, i = 1, 2, … , 16，记 Y =
n

∑
i=1

Xi，则 Y −6×100
√16×100

 近似地服从 N(0, 1)，因此

P(Y > 1920) = 1 − Φ( 1920−1600
400 ) = 0.2119．

––

∑n
i=1 Xi − nμ

√nσ
∼ N(0, 1)



§5.1　样本与统计量

——从总体抽取样本，观测样本得到样本值，样本及它们的函数是统计推断的依据．

统计量 来自于总体 X 的样本 X1, X2, ⋯ , Xn 的不含未知参数的函数
g(X1, X2, ⋯ , Xn)，如

这些样本的观察值（就是测出来的数值）是 x1, x2, ⋯ , xn，上述统计量

的观察值便是 g(x1, x2, ⋯ , xn)，如

常用性质：EX = EX,  DX =
1
n DX,  ES 2 = DX．

样本平均值 X =
1

n

n

∑
i=1

Xi

样本方差 S 2 =
1

n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X)
2

=
1

n − 1
(

n

∑
i=1

X 2
i − nX

2
)

样本标准差 S =√ 1

n − 1
(

n

∑
i=1

X 2
i − nX

2
)

k 阶原点矩 Ak =
1

n

n

∑
i=1

X k
i , k = 1, 2, ⋯

k 阶中心矩 Bk =
1

n

n

∑
i=1

(Xi − X)k
, k = 2, 3, ⋯

–

––

–

–

样本平均值的观察值 x =
1

n

n

∑
i=1

xi

样本方差的观察值 s2 =
1

n − 1

n

∑
i=1

(xi − x)
2

=
1

n − 1
(

n

∑
i=1

x2
i − nx

2)

… …

–

––

––



§5.2　三大抽样分布

——使用抽样统计量描述样本的分布．

1.　卡方分布

2.　t 分布

3.　F 分布

定义 来自于总体 X 的样本 X1, X2, ⋯ , Xn 的统计量 χ2 =
n

∑
i=1

X 2
i  服从

自由度为 n 的 χ2 分布，即 χ2(n)

图形 分布于第一象限内，呈右偏态，随着自由度 n 的增大，峰值向右
下方移动，趋近于正态分布

上 αα 分位点性质 无

期望和方差 Eχ2 = n，Dχ2 = 2n

可加性 设 χ2
1 ∼ χ2(n1), χ2

2 ∼ χ2(n2) 且 χ2
1, χ2

2 相互独立，则 
χ2

1 + χ2
2 ∼ χ2(n1 + n2)

定义 设 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n)，且 X, Y  相互独立，则 t = X

√Y /n
 服

从自由度为 n 的 t 分布，即 t(n)

图形 与正态分布类似的单峰偶函数，自由度 n 越大，峰值越大越聚
集，曲线越接近标准正态分布曲线

上 αα 分位点性质 t1−α(n) = −tα(n)

定义 设 U ∼ χ2(n1), V ∼ χ2(n2)，且 U , V  相互独立，则 F = U/n1

V /n2
 服

从自由度为 (n1, n2) 的 F 分布，即 F ∼ F(n1, n2)

性质 F ∼ F(n1, n2)⟹
1

F
∼ F(n2, n1)

图形 与卡方分布类似的右偏单峰曲线，分布于第一象限内

上 αα 分位点性质 F1−α(n1, n2) =
1

Fα(n2, n1)



§5.3　四大定理

——依据正态总体的样本均值与样本方差的分布分析随机取样得到的数据，大规模的
统计数据都近似地符合正态分布，造就了这四大定理的绝对的奠基地位．

引理 

设 X1, X2, ⋯ , Xn 为来自正态总体 N(μ, σ2) 的样本，样本均值和方差分
别为 X, S 2，

定理一 X ∼ N(μ, σ2/n) i.e.

定理二 

定理三 

设 X1, X2, ⋯ , Xn1
 与 Y1, Y2, ⋯ , Yn2

 分别为来自于正态分布总体 
N(μ1, σ2

1), N(μ2, σ2
2) 相互独立的样本，均值 X, Y，方差 S 2

1 , S 2
2，

定理四之一 
S 2

1 /S 2
2

σ2
1/σ2

2

∼ F(n1 − 1, n2 − 1)

定理四之二 σ2
1 = σ2

2 = σ2
⟹

(X − Y ) − (μ1 − μ2)

√ (n1−1)S 2
1 +(n2−1)S 2

2

n1+n2−2
√ 1

n1
+ 1

n2

∼ t(n1 + n2 − 2)

例 兹有随机变量，期望为 5，方差为 0.3，取两组容量为 80 的样本，这两组的均值分
别为 X, Y，求 P(−0.1 < X − Y < 0.1)．

解 E(X − Y ) = EX − EY = 0，D(X − Y ) = DX + DY = 0.3
80 + 0.3

80 = 3
400．所求

= 2Φ( 0.1−0
√3/400

) − 1 = 0.7098．

例 兹有正态分布总体，从中抽容量为 16 的样本，求 P{ S 2

σ2
⩽ 2.041}．

解 由定理二，
15S 2

σ2
∼ χ2(15)，所求 = P{ 15S 2

σ2
⩽ 30.615} = 1 − { 15S 2

σ2
> 30.615}

，查表得 χ2
0.01(15) = 30.578，故所求 = 1 − 0.01 = 0.99．

⎧⎪⎨⎪⎩EX = μ

DX =
σ2

n

–

–

–

–X − μ

σ/√n
∼ N(0, 1)

–

(n − 1)S 2

σ2
∼ χ2(n − 1)

X − μ

S/√n
∼ t(n − 1)

–

––

––

––

––––––––



§6　统计推断之参数估计

§6.1　点估计

——根据观察的样本推测总体，由已知推未知．在已知部分概率分布的情况下，构造
一个适当的统计量，把它的观察值作为未知参数的估计值．

§6.1.1　估计量的判断标准

例 确定 c，使 c
n

∑
i=1

(Xi − X)2 是 σ2 的无偏估计量．

解 置 Ec
n

∑
i=1

(Xi − X)2
= σ2，化简并解得 c =

1

n − 1
．

注 事实上，此即样本方差 S 2，这也就解释了分母取 n − 1 的原因：考虑到无偏性，减
小系统偏差，希望 ES 2 = σ2．

§6.1.2　矩估计法

——矩估计已死．

样本 k 阶矩 Ak =
1

n

n

∑
i=1

X k
i，依中心极限定理，其概率收敛为 μk．若有 k

个未知参数，将 1, 2, … , k 阶矩 μ1, μ2, … , μk 作为估计量并用未知参数
表示出来，然后用已知的样本统计量 A1, A2, … , Ak 去替换，解出这些未
知参数．

无偏性 Eθ̂ = θ．

有效性 Dθ̂ 越小越好．

相合性 ∀θ ∈ Θ, lim
n→∞

P{|θ̂ − θ| < ε} = 1．

–

–



§6.1.3　极大似然估计法

——直观地，总体在已知的样本上发生的概率较大．

为了求 MLE (Memory Limit Exceeded，指大学牲的脑子已经装不下新知
识了)，只需在期末周前高强度学习，直到不能再学习为止，统计已经学
会的知识，即是 大学牲死然估计．

事实上，数理统计中 MLE 指极大似然估计 (Maximum Likelihood
Estimate)，首先定义极大似然函数

L(θ) = L(x1, x2, ⋯ , xn; θ) =
n

∏
i=1

p(xi; θ)

将 L(θ) 取到最大值的 θ̂ 值作为 θ 的极大似然估计量．为了求出 θ̂，一般

置 
d

dθ
ln L(θ) = 0．

例 设 X1, X2, ⋯ , Xn 为来自总体的样本，x1, x2, ⋯ , xn 为相应的样本值，求总体概率
密度或分布中未知参数的矩估计量和矩估计值，以及极大似然估计量和极大似然估计

值．兹有总体 f(x) = { ，其中 c > 0 为已知，θ > 1 为未知参

数．

解 矩估计：

μ1 = EX = ∫
+∞

−∞
xf(x)dx = ∫

+∞

c

θcθx−θdx =
cθ

θ − 1
，解得 θ =

μ1

μ1 − c
，进而 θ 的矩

估计量 θ̂ =
A1

A1 − c
=

X

X − c
，矩估计值 θ̂ =

x

x − c
．

极大似然估计：

极大似然函数 L(θ) =
n

∏
i=1

f(xi) =
n

∏
i=1

θcθx
−(θ+1)
i

= θncnθ
n

∏
i=1

x
−(θ+1)
i ，置 

d

dθ
ln L(θ) = 0，

得 
θ

n
+ n ln c −

n

∑
i=1

ln xi = 0，解得 θ 的极大似然估计值 θ̂ =
n

∑n
i=1 ln xi − n ln c

，极大

似然估计量 θ̂ =
n

∑n
i=1 ln Xi − n ln c

．

评注 如果有多个参量需要估计（P153 例 3、P156 例 5）：
矩估计：μ2 = EX 2, μk = EX k，解方程组得到未知参数的值；

极大似然估计：即是多元函数极值，对多个变量分别置 
d

dθi

ln L(θ1, θ2, …) = 0，解方

程组．

θcθx−(θ+1), x > c

0, otherwise

–

–

–

–



§6.2　区间估计

§6.2.1　置信区间

——点估计范围太小，又没有一定的系统误差容错范围，结果很不稳定，也不易说服
人，故希望找到一个有一定的容错误差的、令人信服的范围，这个范围即是置信区

间．

若 P{θ1 < θ < θ2} ⩾ 1 − α，称区间 (θ1, θ2) 为置信水平为 1 − α 的 置信区间．如置信
水平为 0.95，表明 100 个样本中，平均只有 5 个不在估计的范围内．

（一）设 X1, X2, ⋯ , Xn 为来自总体 N(μ, σ2) 的样本，样本均值与方差
X, S 2．在以下条件下，求指定变量的置信水平为 1 − α 的区间：

建议根据三大分布四大定理推导，不要硬背结论．

(1) 求 μμ 的置信区间，σ2σ2 已知：

(2) 求 μμ 的置信区间，σ2σ2 未知：

(3) 求 σ2σ2 的置信区间：

–

选择定理 定理一  X−μ

σ/√n
∼ N(0, 1)

–

置信区间 P{ − z α
2

< X−μ

σ/√n
< z α

2
} = 1 − α

–

化简结果 (X ± σ

√n
z α

2
)

–

选择定理 定理三  X−μ

S/√n
∼ t(n − 1)

–

置信区间 P{ − t α
2
(n − 1) < X−μ

S/√n
< t α

2
(n − 1)} = 1 − α

–

化简结果 (X ± S

√n
t α

2
(n − 1))

–

选择定理 定理二  (n−1)S 2

σ2 ∼ χ2(n − 1)

置信区间 P{χ2
1− α

2
(n − 1) < (n−1)S 2

σ2 < χ2
α
2
(n − 1)} = 1 − α

化简结果 ( (n−1)S 2

χ
2
α
2

(n−1)
, (n−1)S 2

χ
2
1− α

2
(n−1)

)



（二）两个总体 N(μ1, σ2
1),  N(μ2, σ2

2)，求指定变量的置信水平为 1 − α

的区间：

(1) 求两个总体均值差 μ1 − μ2μ1 − μ2 的置信区间，方差 σ2
1, σ2

2σ2
1, σ2

2 均已知：

(2) 求两个总体均值差 μ1 − μ2μ1 − μ2 的置信区间，方差 σ2
1 = σ2

2 = σ2σ2
1 = σ2

2 = σ2 但未知：

(3) 求两个总体方差比 σ2
1/σ2

2σ2
1/σ2

2 的置信区间：

§6.2.2　单侧置信区间

——不关心上下限，而是某一个临界

单侧置信下限 θ1 定义为 P{θ > θ1} ⩾ 1 − α，单侧置信上限 θ2 定义为 
P{θ < θ2} ⩾ 1 − α．

将前一个部分中的参数  α
2  改为 α，相应的区间上/下界即是单侧置信上/下

限．

选择定理 定理一  (X−Y )−(μ1−μ2)

√ σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1)
––

化简结果 ((X − Y ) ± z α
2
√ σ2

1

n1
+

σ2
2

n2
)––

选择定理 定理四之二 (X−Y )−(μ1−μ2)

√ (n1−1)S2
1 +(n2−1)S2

2
n1+n2−2 √ 1

n1
+ 1

n2

∼ t(n1 + n2 − 2)
––

置信区间 P{− t α
2
(n1 + n2 − 2) <

(X−Y )−(μ1−μ2)

√ (n1−1)S2
1 +(n2−1)S2

2
n1+n2−2

√ 1
n1

+ 1
n2

< t α
2
(n1 + n2 − 2)} = 1 − α

––

化简结果 ((X − Y ) ± t α
2
(n1 + n2 − 2)√ (n1−1)S 2

1 +(n2−1)S 2
2

n1+n2−2
√ 1

n1
+ 1

n2
)––

选择定理 定理四之一  S 2
1 /S 2

2

σ2
1/σ2

2

∼ F(n1 − 1, n2 − 1)

置信区间 P{F1− α
2
(n1 − 1, n2 − 1) <

S 2
1 /S 2

2

σ2
1/σ2

2
< F α

2
(n1 − 1, n2 − 1)} = 1 − α

化简结果 ( S 2
1

S 2
2

1
F α

2
(n1−1,n2−1) ,

S 2
1

S 2
2

1
F1− α

2
(n1−1,n2−1) )



§7　统计推断之假设检验

§7.1　假设检验

§7.1.1　双边假设检验

——对于一个未知的总体，根据样本提出 零假设 H0 及它反方向的假设即 备择假设
H1，并做出决策，是接受还是拒绝这个假设．

第 I 类错误 在假设 H0 为真的时候拒绝了它，在做检验的时候需要控制这一类错误．
第 II 类错误 H1 为真的时候接受了 H0．一般不考虑，因为在控制第 I 类错误发生概率
时，就已经间接的提高了第 II 类错误的发生概率，而降低它的方法只有提高样本容
量．

显著性检验 只考虑第 I 类错误，不考虑第 II 类错误．拒绝 H0 表明估计值和总体的这
个参数值的差异显著．

显著性水平 第 I 类错误的最大概率 α．
拒绝域 取到使 H0 被拒绝的值的值域，如果观测值落在拒绝域内，则在 α 这个显著性
水平下拒绝 H0，否则接受 H0．

§7.1.2　单边假设检验

——单方向的假设．设 x 是需要检验的变量，定义

下面举一些例子：

置信水平为 1 − α 的置信区间  ⟺ 显著性水平为 α 的假设检验的接受域

右边检验 H0 : x ⩽ x0,  H1 : x > x0；

左边检验 H0 : x ⩾ x0,  H1 : x < x0．

单侧置信下限对应的区间⟺ 左边假设检验的接受域

单侧置信上限对应的区间⟺ 右边假设检验的接受域



取显著性水平为 α：

建议依据置信区间推导，不要硬背结论．

(1) 单个总体均值，且 σ2σ2 已知：假设 H0 : μ = μ0,  H1 : μ ≠ μ0，

(2) 单个总体均值，且 σ2σ2 未知：假设 H0 : μ = μ0,  H1 : μ ≠ μ0，

(3) 单个总体方差：假设 H0 : σ2 = σ2
0,  H1 : σ2 ≠ σ2

0，

(4) 两个正态总体均值差 μ1 − μ2μ1 − μ2：在认为 σ2
1 = σ2

2 = σ2 的前提下 [这需要
先检验 (3)]，假设 H0 : μ1 − μ2 = δ，

　　　　Jun.13 完结撒花！三天概率论两天数理统计冲刺毕！

检验法：Z 检验法，Z = X−μ0

σ/√n
∼ N(0, 1)

–

拒绝域：|z| ⩾ z α
2

右边检验：假设 H0 : μ ⩽ μ0,  H1 : μ > μ0，拒绝域 z ⩾ zα；

左边检验：假设 H0 : μ ⩾ μ0,  H1 : μ < μ0，拒绝域 z ⩽ −zα；

检验法：t 检验法，t = X−μ

S/√n
∼ t(n − 1)

–

拒绝域：|t| ⩾ t α
2
(n − 1)

检验法：卡方检验法，χ2 = (n−1)S 2

σ2
0

拒绝域：χ2 ⩽ χ2
1− α

2
(n − 1)  ∨  χ2 ⩾ χ2

α
2
(n − 1)

右边检验：假设 H0 : σ2 ⩽ σ2
0，拒绝域 χ2 ⩾ χ2

α(n − 1)；

左边检验：假设 H0 : σ2 ⩾ σ2
0，拒绝域 χ2 ⩽ χ2

1−α
(n − 1)；

检验法：t 检验法，t = (X−Y )−δ

√ (n1−1)S2
1 +(n2−1)S2

2
n1+n2−2 √ 1

n1
+ 1

n2

∼ t(n1 + n2 − 2)
––

拒绝域：|t| ⩾ t α
2
(n1 + n2 − 2)


