
高数期中 套公式

基于历年中国传媒大学高等数学期中考试试卷的复习笔记

Part3 DEs（微分方程）  

§3.1 微分方程的基础定义  

Differential Equations (DEs)（微分方程） 含有未知函数及其导数的等式。

System of DEs（微分方程组） 存在两个或多个未知函数。

Ordinary Differential Equation (ODE)（常微分方程） 未知函数是一元的（仅
有一个变量）。

Partial Differential Equation (PDE)（偏微分方程） 未知函数是二元及以上的。

Order（阶） 最高阶导数的阶数。

Linear vs. Nonlinear（线性与非线性）  是线性方程若

未知函数和其导数只以线性的形式出现，不与其他函数相乘除或作为其他

函数的参数；

满足 ；

可化为 
，其

中  为系数；
例如，  就是线性的，而 

 则是非线性的。
Solution（解）：一个函数  是解，若代入后满足 ODE 函数。

General Solution（通解）：（一般）包含所有的解，因此应该含有一个常数
项，一个特例是  的通解是 ，这个通解不包含 

 这个特解，它称为奇解。

Particular Solution（特解）：若给定一些初始条件，那么就是一个 Initial-
Value Problem（初值问题），这时解就是特解。
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§3.2 First Order Differential Equations（一阶微分方程）  

§3.2.1 Type-I: Separable ODE（可分常微分方程）  

一阶微分方程是 可分 的，若可写成

解 若  是连续的，将两边同时求积分，得  的通解

（其中  是常数，下同）。

注意 对于形如  的方程，需按  及  两种情况讨论。

 

§3.2.2 Type-II: First-order Linear ODE（一阶线性常微分方程）  

一阶线性 ODE

思路 构造 Integrating factor ，借其性质 ，将不可分方程转化为可分方

程。

解 置 ，则

两边同时积分，得  的通解

另解 解一阶齐次线性方程 ，得 ​，使用 常数变易法，一阶非齐
次线性方程具有结构（其中  是关于  的函数 ）
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将它代入 ，化简并解出

再代回即得通解。

 

例 求解 。

解 因 ，置 ，答案是 
。

 

§3.2.3 Type-III: Bernoulli’s Equations（伯努利方程）  

 阶 伯努利方程

思路 以  换元，将式子变成一个关于  的线性 ODE，再用可分常微分方程和一阶
线性常微分方程方法求解新的 ODE。

解 原式等价于

置 ，依 ，即  得

将它看做一阶 ODE： ，有
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§3.2.6 Type-VI: Homogeneous DE（齐次微分方程）  

一阶微分方程是齐次的，若可写成

解 置 ，则

此即可分 ODE，  的通解为

 

§3.2.7 Type-VII: Reducible Second-order DE（可降阶的二阶微分方程）  

二阶 ODE：

它包含三个变量 ，不可以直接求解。但若二阶 ODE 仅包含了两个变量，我们可降

阶成一阶，再依前文提到的方法求解。
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 包含 ，即形如

解 置 ，则  等价于

解之。

 

 包含 ，即形如

解 置 ，依 chain rule 有 ，则  等价于

 

§3.3.3 Homogeneous DE: Constant Coefficients（系数为常数齐次微分方
程）

 

形如 

考虑 ，代入给定 DE，得 ，即 ，

解出 ，即得通解（注意  允许为虚数， ）

若特征方程只有一个根 ​，那么一个解为 ​，由上节知另一个解为 

​，故通解
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§3.2.5 Theory for Linear Nonhomogeneuous DE  

非齐次方程

的通解形如

其中  是特解 (Particular Solution)，因此有 ；而 
 部分则是（5.1）对应的齐次方程的通解，即  的通解，
 被称为（5.1）的余函数（Complementary Function）。因此，求解齐次方程的重点

其实就是如何找到一个特解，下面我们给出两种方法

Method of Undetermined Coefficients 待定系数法  

待定系数法是最简单的方法。本方法仅限用于对系数为常数的线性 ODE 求  的情况，
形如

其中  为一些特定的函数。

（  等均表示关于  的  阶多项式）

：选取 ，其中  是特征方程的根中  的重复次数。

：选取 
，其中  是特征方程的根中 

 的重复次数。
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Part2 微积分  

§2.4 平面点集、多元函数、二元函数的极限和连续性  

§2.4.1 平面点集  

一、平面点集 E  

平面上的点  可以用一有序实数对  唯一表示。

两点  间的距离 ，满足正

定性和三角不等式。

平面上满足某条件  的点的集合称为平面点集，记作 ，如

全平面 ；

圆 ；

矩形 。

平面点列  是特殊的平面点集。

 

二、邻域  

一维去心邻域 。

圆邻域 ；

去心圆邻域 ；

方邻域 ，

去心方邻域 ，

因任一圆邻域都可以包含于某一方邻域，反之亦然，所以圆邻域与方邻域一般不加

区分，或曰 方邻域与圆邻域等价。
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三、点与点集的关系  

1. 按点  在  的内外分：

内点 ；

外点 ；

边界点 （  点的任意邻域
内既有属于  的点，也有不属于  的点），其中  为 余
集，全体边界点的全体构成  的 边界 。

2. 按点  的近旁是否聚集  的无穷多个点分：

聚点 ，或  是一个无穷
集，或存在互异的点列  使 ；

孤立点 ；

孤立点—界点，内点—聚点，非孤立的界点—聚点；

既不是聚点又不是孤立点的点—外点；

边界点—孤立点或聚点，可以属于 （闭集），也可以不属于 （开集）；

聚点可以属于 ，也可以不属于 ；

四、点集  

1. 开集 每一点都是内点，即无边界点；

闭集 所有聚点都属于 （可包括孤立点），或 只有孤立点；

不开也不闭的点集；

既开又闭的点集（  和 ）。

2. 区域 在各教材中的定义不同，同济高数中的定义特指开区域；

开区域 连通（若  中任意两点都可以用完全属于  的有限条直线段连接起来）
的开集；

闭区域 开区域和所有边界；

半开半闭区域 开区域和部分边界。

3. 有界集

 的 直径  为有限值；

无界集 。
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§2.4.2 二元函数的极限（二重极限）  

设  为定义在  上的二元函数，  为  的一个聚点，  是一个确定的实数，若 
, such that ，则称  为  在  

上当  时的极限，记作  或  或 

。等价描述：

有

有

若 ，则对于定义域内任意一条趋向于点  的路径 ，都有

因此，如果能找到两条不同的路径，极限不相同，则表明  不存在。

例 函数  当  时的极限。


解 置  沿  趋于 ，得极限值为 ，其随  的变化

而变化，因此极限不存在。

(2022) 极限  不存在。

思路 取一些数引出矛盾就能证明。构造题要大胆尝试，如取  和 
。

 

§2.4.3 二元函数的连续性  

关于连续性、间断点等的定义不再赘述，如在  连续即 
，亦满足曾学的性质，如无穷大无穷小、初等函数连续性

等。

一元连续函数看成二元函数时仍是连续的。

求 。

解
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§2.5 多元函数的微分  

§2.5.1 可微性  

一、全微分  

设二元函数  在点  的某邻域  内有定义，对于  中的点 
，在点  处的

全增量 ，

全微分 ，若 ，s.t. 

。

二、偏导数  

若二元函数在  处可微，令 ，在点  处关于  的

偏增量 ，

偏微分 。

将多元函数的微分问题变成熟悉的一元函数微分。

邻域内有定义、极限存在时，在点  关于  的

偏导数：

。
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根据一元函数微分和导数的关系，将偏增量  中  除到
等式的右边 ，当  时，得到偏导数 

。

 

(2022) 设 ，求 。

思路 即求 ，代入即 。

三、可微的条件  

可微的必要条件 若二元函数  在其定义域内一点  可微，则在该点关于每个自变量的
偏导数都存在，且全微分

可微的充分条件 若函数  的偏导数在点  的某邻域上存在，且  与  
在点  连续，则函数在点  可微。

各个偏导数连续  可微  连续、偏导数存在；
偏导数存在  连续、可微（与一元不同）；
可微  各个偏导数连续；
连续  偏导数存在，可微。

 

例 1(2019) 按定义证明  当  时偏导

数存在，但不连续。

证明 (1) 由

知关于  的偏导数存在，同理关于  的亦存在。

(2) 置  沿  趋于 ，得
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其随  的变化而变化，因此当  时的极限不存在，故不连续。

例 2 按定义证明  当  时偏导数存

在，但不可微。

证明 (1) 易知偏导数存在，且 。

(2) 用反证法证明不可微，假设有 ，其中 
，即 ，有 

而当点  沿直线  趋于点  时， ，此时

产生了矛盾，故不可微。

例 3 按定义证明  当  时

可微，但偏导数不连续。

证明 略。

例 4 按定义证明  在  处不可微。

证明 易知 。



不存在，故不可微。

 

 

 

 

§2.5.2 偏导函数与求偏导法则  

一、偏导函数  

求偏导数，把其他自变量看作常数，化为一元函数的求导问题。

 

二、复合函数的偏导数  

若函数  在点  可微，  在点  可微，则复合
函数  在点  可微，且关于自变量  与  的偏导数

一般地，若  在点  可微，
 在点  具有关于  

的偏导数，则复合函数  关于自变
量  的偏导数
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三、复合函数的全微分  

若以  和  为自变量的函数  可微，则

若函数  在点  可微，则

是为 全微分形式不变性。

(2011) 设 ，求 。

解 对  等式两边求全微分，即 

，代入即得。

四、高阶偏导  

混合偏导与求导顺序无关，即

(2022) 设 ，且  具有二阶连续的偏导数，求  。

析 熟悉记号  等的含义，并注意  与  的关系。
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解

 

 

五、隐函数求导法则  

设方程 ，若隐函数  存在且可导，有

推广到多个变元有类似的式子；推广到方程组即：

对于 ​，有

在 ​ 的条件下，解出
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(2022) 设  由  所确定，证明 

。

思路 命 ，以  表示 ，代入即

可。

 

§2.5.3 多元函数的微分的几何意义  

 

 

一、多元函数的微分的几何意义 1  

在解析几何中，一元函数的微分是函数在曲线上某点处的切线方程，  表示切线的
斜率，二元函数的全微分是切平面方程，  是函数在  处的偏导数。

在可微曲面  的任意点  上作切平面，则在足够小的邻域内，切平面
上的点  是曲面上点的近似。

对于一元函数  上的任意一点  的法向量为 。推广到二元

函数，对于二元函数  上的任意一点  的法向量，它在  面
的投影为 ，在  面的投影为 ，可知在三维函数空间中的法

向量 。

又由于法向量与切向量  垂直，有

即全微分公式。

将  展开，

即切平面的点法式方程。

再回看书上的这段话：
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二元函数  可以看成是三维空间中的曲面，令  是得到一个一元
函数 ，这个一元函数可以看成曲面与  平面的相交曲线。那
么  的几何意义就是相交曲线在  处切线的斜率。

 

 

二、空间曲线的切线和法平面  

思路 化参数式，求方向向量。

方法 设曲线 ，当  时，点  的

坐标 ；

方向向量 ；

切线方程 ；

法平面 。

对于 ，设  为参数，并依隐函数求导法则求出 ，化归为上述

情形。

当然亦可套公式：某点  处的

方向向量 ；

切线方程 ；

法平面 。
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三、空间曲面的切平面和法线  

思路 化一般式，求法向量。

方法 设曲线 ，某点  处的

法向量 ；

切平面方程 ；

法线方程 。

对于 ，设 （此时 ），化归为上述情

形。

 

 

 

 

§2.5.4 方向导数与梯度  

对于二元函数，偏导数可以看成以 x 轴或 y 轴为法线且垂直于 xOy 的平面与二元函
数曲面相交曲线的导数。事实上，垂直于  平面且与二元函数相交的平面不止这
两种，方向导数解决了在  平面上任取一个向量，在  空间与这个向量平行的
平面与二元函数的交线上任意一点的斜率。

方向导数 设二元函数  在点  的某邻域 ，  为从点  出发的射
线， P(x,y) 为 l 上且含于 U(P_0) 内的任一点，以 \rho 表示 P 于 P_0 两点间的距离。若极限 

 存在，则称此极限为函数  为点  沿方向  的方向导数 

。或

若函数  在点  可微，则  在点  沿任一方向  的方向导数都存在，且

其中  为方向 l 的方向余弦， 。

定理（方向导数与全微分的关系）：若函数 f 在点 P_0(x_0,y_0) 可微，那么所有过 
P_0(x_0,y_0,z_0) 的切线共面，这个平面就是二元函数的切平面。
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二元函数在点 P_0(x_0,y_0) 处可微，那么其关于自变量 x,y 的偏导数存在，这两个偏导数表
示两条过 P_0(x_0,y_0,z_0) 的两条切线，这两条切线线性无关。由方向导数与偏导数之间的
关系我们发现所有方向导数表示的切线都可以通过偏导数表示的切线线性表出，由线性代数

的知识我们知道，这些方向导数表示的切线是共面的，这个平面就是切平面。

如果函数在一点可微，那么在该点处 360^{\circ} 的方向上，方向导数都存在，我们希望知
道哪一个方向上的方向导数的最大，也即二元函数沿着该方向增长得最快，这个方向其实就

是梯度。

 

若  在点  存在对所有自变量的偏导数，则函数  在点  的梯度 
(gradient)

记  方向上的单位向量为 ，则方向导数还可写成

其中  是梯度向量  与  的夹角。

当  时，  取得最大值 。这就是说，当  在点  可微时，  在点 
 的梯度方向时  的值增长最快的方向，且沿这一方向的变化率为 ；而当  

与梯度向量反方向  时，方向导数取得最小值 。

几何意义 二元函数  与  平面的交线称为等高线，向量 
 是二元函数在点  处切平面的法线，梯度是二

元函数在点  处等高线的法线。

 

(2022) 求函数  在点  处变化最快的方向，并求沿这个方向的
方向导数。

解 。

增长最快的方向为梯度方向，即 ，沿这个方向的方向导数 

；


减少最快的方向为负梯度方向，即 ，沿这个方向的方向

导数 。
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§2.5.5 多元函数的极值与最值  

一、多元函数的无条件极值  

必要条件  在  取得极值且偏导存在，则 
。

几何意义  在  取得极值且偏导存在，则在  有水平切
面，且 ，切平面方程 。

方法 为求 ，只需求驻点 。

充分条件  在  具有一阶及二阶连续偏导，
。令 ， ， ，

，具有极值，其中  极小，  极大
，无法取得极值

，无法确定

二、多元函数的无条件最值  

类似一元，由极值点（驻点或偏导不存在）和边界点讨论最值。

 

三、多元函数的有条件极值  

求 L 驻点→条件极值点：
目标 约束

 

求旋转抛物面  与平面  间的最短距离。

代数法 设  是旋转拋物面  上一点，则它到平面 

 的距离为 。考虑目标函数 

，作拉格朗日函数
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分别令 ，结合条件 ，解这个四元方程组得 

。一方面，只有一个可能极值点；另一方面，从几何上知

道，这个最短距离一定存在。所以点  就是所求的最小值点，最短距离

为

几何法 设点  为旋转抛物面  上到平面  距
离最短的点，则旋转抛物面  在点 处的切平面必平行于平面 

。因此，  在点  处的切平面的法向量 

 与  共线，解得 ，下同。

公式区  §

微积分  §

幂指对

三角函数荟萃
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其它



点火公式（华里士公式，简称 “华莱式”）

高阶导数

 



定积分

区间再现公式 ：

增强版区间再现公式：

更强的区间再现公式：设  为  上的连续函数，若 
，其中  为常数，则有 

扩展的定积分公式：

 



 



1. 参考 https://zhuanlan.zhihu.com/p/90858099 ↩
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